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含能材料热感度的概率分布研究
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摘要：假设 ＦｒａｎｋＫａｍｅｎｅｔｓｋｉｉ参数 δ为正态分布的随机变量，应用单调函数的概率密度公式，得出了含能材料

的热感度概率密度函数。在此基础上，计算了含能材料的热安全度。结果表明：含能材料的热感度不是正态分布，

而是由几何因素（反应物的特征尺寸和反应物的几何形状）和物化因素（反应热、活化能、密度、频率因子、导热系

数）决定的一种新的概率分布函数。计算结果表明：感度分布对热安全度起着决定性作用。
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１　引　言

火工品对输入外界能量响应的敏感程度称为火工

品的感度。感度分为很多种，其中以热爆炸理论为点火

原理的感度称为热感度。感度概率分布的研究对火工

品的安全性和可靠性是十分重要的，形成了以火工品可

靠性评估方法
［１］
和感度试验用数理统计方法

［２］
为基础

的计数法。感度曲线中常用正态分布、变换正态分布、

逻辑斯谛分布、变换逻辑斯谛分布作为感度分布的近似

模型。但是，至今没有人从理论上证明过含能材料的热

感度应该是何种分布函数。本文通过合理的假设，应用

概率论理论，计算出了含能材料的热感度分布函数，并

结合应力强度干涉理论计算了含能材料的热安全度。

２　热感度的概率密度函数

２．１　正态假设

由热爆炸理论
［３］
，非均温化学放热系统的热爆炸

性质由 ＦｒａｎｋＫａｍｅｎｅｔｓｋｉｉ参数 δ决定，δ的定义如下：

δ＝
ａ２ＱＥρＡｅｘｐ（－ Ｅ

ＲＴａ
）

ｋＲＴ２α
（１）

其中，ａ为反应物的特征尺寸，ｍ；Ｑ为反应热，Ｊ·ｋｇ－１；
Ｅ为活化能，Ｊ·ｍｏｌ－１；ρ为密度，ｋｇ·ｍ－３

；Ａ为频率因
子，ｓ－１；Ｒ为气体常数，８．３１４Ｊ·Ｋ－１·ｍｏｌ－１；ｋ为导热
系数，Ｗ·ｍ－１

·Ｋ－１；Ｔａ为环境温度，Ｋ。

式（１）应用ＬａｍｂｅｒｔＷ函数可解出环境温度Ｔａ为
［４］
：

Ｔａ ＝
－Ｅ

２ＲｌａｍｂｅｒｔＷ（－１，－１
２

ｋＥδ
ａ２Ｑρ槡 ＡＲ

）

（２）

　　由式（１）可知：δ由 ８个不同的物理量决定，其中
每一个的测量都存在不可避免的误差，特别是 Ｑ、Ｅ、
Ａ、ｋ的测量由于技术条件的限制误差比较大。因此，δ
不是一个确定值，而是一个具有一定方差的随机变量，

由中心极限定理和误差理论本文假设 δ服从正态分
布，即 δ的概率密度函数为：

ｆδ（ｘ）＝
１
２槡πσδ

ｅｘｐ －
（ｘ－μδ）

２

２σ２[ ]
δ

（３）

　　本文假设 δ服从正态分布是根据误差理论中的高
斯误差定律，即随机误差的分布密度函数为正态分布

密度函数，为依据假设的。实际上，反应热 Ｑ、活化能
Ｅ、频率因子 Ａ等单一物理量的测量也存在误差，所以
Ｑ、Ｅ、Ａ等也是随机变量，它们的分布在一定程度上也
服从正态分布，但是 δ是８个物理量的综合表达式，所
以其误差是８个单一物理量误差的综合反映，影响因
素更多，所以其误差更大，分布更接近于正态。

２．２　热感度分布的求解
下面，通过 δ的概率密度函数来计算环境温度 Ｔａ

的概率密度函数，为此，先来看一条概率论与数理统计

学中的定理：

定理，单调函数的概率密度公式
［５］
：

设随机变量 Ｘ具有概率密度 ｆＸ（ｘ），－∞ ＜ｘ＜
＋∞，又设函数 ｇ（ｘ）处可导且有 ｇ′（ｘ）＞０（或恒有 ｇ′
（ｘ）＜０）则 Ｙ＝ｇ（ｘ）是连续型随机变量，其概率密度为：

　　ｆＹ（ｙ）＝
ｆ（ｘ）［ｈ（ｙ）］｜ｈ′（ｙ）｜，α＜ｙ＜β
０，{ 其他

（４）
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其中，α＝ｍｉｎ（ｇ（－∞），ｇ（＋∞）），β＝ｍａｘ（ｇ（－∞），
ｇ（＋∞）），ｈ（ｙ）是 ｇ（ｘ）的反函数。

为了应用以上定理，本文假设除了 δ和 Ｔａ其他物
理量都是确定值，即只有 δ和 Ｔａ是随机变量。这种假
设相当于把 Ｑ、Ｅ、Ａ等物理量的方差都累积到了 δ上，

即根据式（１）δ的方差综合表现了 Ｑ、Ｅ、Ａ等单一物理
量的方差，这样问题就得到了简化。

定理要求 Ｔａ（δ）是单调函数，所以本文将式（２）对
δ求导可得：

ｄＴａ
ｄδ
＝ Ｅ

４ＲδＬａｍｂｅｒｔＷ（－１，－１２
ｋＥδ
ａ２Ｑρ槡 ＡＲ

）１＋ＬａｍｂｅｒｔＷ（－１，－１
２

ｋＥδ
ａ２Ｑρ槡 ＡＲ[ ]）

（５）

　　由 ＬａｍｂｅｒｔＷ函数的性质［６～８］
：ＬａｍｂｅｒｔＷ（－１，ｘ）

＜－１，所以分析式（５）容易知道：
ｄＴａ
ｄδ
＞０，这与实践

经验和 ＦｒａｎｋＫａｍｅｎｅｔｓｋｉｉ参数 δ的物理意义是一致
的。这样 Ｔａ（δ）就满足定理的要求。下面求式（１）的
导数，为了简化，令：

ａ２ＱＥρＡ
ｋＲ

＝Ｗ （６）

将式（６）代入式（１）得到：

ｈ（ｙ）＝Ｗ
ｅｘｐ（－Ｅ

Ｒｙ
）

ｙ２
（７）

对 ｈ（ｙ）求导可得：
ｄｙ（ｈ）
ｄｙ

＝Ｗ（Ｅ－２Ｒｙ）
Ｒｙ４

ｅｘｐ（－Ｅ
Ｒｙ
） （８）

　　根据单调函数的概率密度公式，将式（３）、（７）、
（８）代入式（４）可以得到假设 δ为正态随机变量时的
环境温度 Ｔａ的概率密度函数为：
ｆＴ（ｙ）＝

　Ｗ（Ｅ－２Ｒｙ）
２槡πσδＲｙ

４
ｅｘｐ － Ｗ

ｅｘｐ（－Ｅ
Ｒｙ

ｙ２
－μ









δ

２

２σ２δ－
Ｅ{ }Ｒｙ （９）

当 μδ＝δｃｒ时，可以得含能材料的热感度概率密度函数：
Ｓ（ｘ）＝

　Ｗ（Ｅ－２Ｒｘ）
２槡πσδＲｘ

４
ｅｘｐ － Ｗ

ｅｘｐ（－Ｅ
Ｒｘ

ｘ２
－δ









ｃｒ

２

２σ２δ－
Ｅ{ }Ｒｘ （１０）

　　由于式（１０）的概率密度函数是以 ＦＫ参数 δ为正
态分布假设得到的，所以本文称其为ＦＫ正态分布函数。
２．３　分析与讨论

分析式（１０）可知，影响含能材料的热感度的因素
主要有以下两方面：

（１）几何因素：反应物的特征尺寸 ａ和反应物的
几何形状（通过 δｃｒ间接影响）。这与实践经验是一致
的，即体积大的含能材料更敏感，更易发生热爆炸。

（２）物化因素：反应热 Ｑ；活化能 Ｅ；密度 ρ；频率

因子 Ａ；导热系数 ｋ。这与实践经验也是一致的，即不
同种类的含能材料具有不同的热感度。

式（１０）中的参数很多都可以通过实验方法测量，
但是有一个参数 σδ是 ＦｒａｎｋＫａｍｅｎｅｔｓｋｉｉ参数 δ的标
准差，其值无法通过实验直接测量，但可以通过环境温

度 Ｔａ的标准差σＴ经计算得到。由一次二阶矩法
［９］
可

得随机变量函数 ｙ＝ｆ（ｘ）的方差为：
Ｄ（ｙ）≈ ［ｆ′（μｘ）］

２Ｄ（ｘ） （１１）
将式（８）代入式（１１）可得：

σδ ＝Ｗ
（Ｅ－２ＲμＴ）
Ｒμ４Ｔ

ｅｘｐ（－ Ｅ
ＲμＴ
）σＴ （１２）

其中，μＴ是温度 Ｔ的平均值，其值由下式给出
［４］
：

　　μＴ＝－
Ｅ

２ＲｌａｍｂｅｒｔＷ（－１，－１
２

ｋＥδｃｒ
ａ２Ｑρ槡 ＡＲ

）

（１３）

这样就可以通过对环境温度 Ｔａ的测量求出 Ｔａ的标准
差 σＴ，进而计算 σδ了。

３　热安全度的计算

应力强度干涉理论是机械概率设计中计算可靠度
的基本模型

［９］
。有了热感度的概率密度函数式（１０）结

合应力强度干涉理论就可计算化学放热系统的热安全
度
［４］
。根据应力强度干涉理论，设 ｒ为强度；ｓ为应力，

则功能函数为：Ｙ＝ｒ－ｓ，则可靠度 Ｒ可由下式求得：

Ｒ＝Ｐ（Ｙ＞０）＝∫
＋∞

０
ｆ（Ｙ）ｄＹ （１４）

下面通过强度 ｒ和应力 ｓ的概率密度函数 ｆ（ｒ）和 ｆ（ｓ）
计算干涉变量 Ｙ＝ｒ－ｓ的概率密度函数 ｆ（Ｙ）。假设 ｓ
服从正态分布：

ｆｓ（ｘ）＝
１
２槡πσｓ

ｅｘｐ －
（ｘ－μｓ）

２

２σ２[ ]
ｓ

（１５）

易知ｓ的概率密度函数为：

ｆ－ｓ（ｘ）＝
１
２槡πσｓ

ｅｘｐ －
（ｘ＋μｓ）

２

２σ２[ ]
ｓ

（１６）

由卷积公式
［５］
：
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ｆｘｆｙ ＝∫
＋∞

－∞
ｆｘ（ｘ）ｆｙ（ｚ－ｘ）ｄｘ （１７）

将式（１０）和式（１６）代入式（１７）可得式（１８）。该式就
是干涉变量 Ｙ＝ｒ－ｓ的概率密度函数，将式（１８）代入
式（１４），注意到积分变量ｘ的物理意义，即ｘ为临界环
境温度 Ｔａｃｒ，所以积分下限取０，可得式（１９）。

式（１９）就是本文所求得的化学放热系统的热安全
度 ＳＤ，而化学放热系统发生热爆炸的概率为 １－ＳＤ。
ＳＤ的表达式（１９）是一个二重积分，而且积分函数很复
杂，所以没有解析解，本文可以通过数值方法求解式

（１９）。求解二重积分的数值方法在不同的计算机语言
中有很多种，比如 ＭＡＴＬＡＢ语言中的 ｄｂｌｑｕａｄ函数。

ｆＹ（ｙ）＝∫
＋∞

－∞

Ｗ（Ｅ－２Ｒｘ）
２πσδσｓＲｘ

４ ｅｘｐ － Ｗ
ｅｘｐ（－Ｅ

Ｒｘ
）

ｘ２
－δ







ｃｒ

２

２σ２δ－
Ｅ
Ｒｘ
－
（ｙ－ｘ＋μｓ）

２

２σ２{ }ｓ

ｄｘ （１８）

ＳＤ＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞

Ｗ（Ｅ－２Ｒｘ）
２πσδσｓＲｘ

４ ｅｘｐ － Ｗ
ｅｘｐ（－Ｅ

Ｒｘ
）

ｘ２
－μ







δ

２

２σ２δ－
Ｅ
Ｒｘ
－
（ｙ－ｘ＋μｓ）

２

２σ２{ }ｓ

ｄｘｄｙ （１９）

４　算　例

假定有一个半径为 １ｍ的固体炸药奥克托今
ＨＭＸ球。该球被气体环境所包围，气体环境的平均温
度为４００Ｋ，标准差为１０Ｋ，临界环境温度的标准差也
是１０Ｋ。试讨论该炸药球的热安全性。

查得 ＨＭＸ化学动力学参数和热物性参数见表１。

表 １　 ＨＭＸ炸药的物理化学参数［１０］

Ｔａｂｌｅ１　ＴｈｅｐｈｙｓｉｃａｌａｎｄｃｈｅｍｉｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｅｘｐｌｏｓｉｖｅＨＭＸ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅ

ｄｅｎｓｉｔｙ　ρ／ｋｇ·ｍ－３ １．７９×１０３

ａｃｔｉｖａｔｉｏｎｅｎｅｒｇｙ　Ｅ／Ｊ·ｍｏｌ－１ ３．０５４×１０５

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｆａｃｔｏｒ　Ａ／ｓ－１ ８．９４×１０２６

ｒｅａｃｔｉｏｎｈｅａｔ　Ｑ／Ｊ·ｋｇ－１ ９．５×１０６

ｔｈｅｒｍａｌｃｏｎｄｕｃｔｉｖｉｔｙ　ｋ／Ｗ·ｍ－１·Ｋ－１ ０．３４５

４．１　热感度概率密度函数的计算
首先，将表１中的实验数据代入式（６）可以算得

Ｗ＝１．６１８７×１０４２，代入式（１３）可以计算得 μＴ ＝
４３８Ｋ，将 σＴ＝１０Ｋ代入式（１２）算得 σδ＝６，代入式
（１０）可得热感度概率密度函数 Ｓ（ｘ）如图 １所示。从
图１可以看到，ＦＫ正态分布不是正态分布，图中曲线
的峰值比４３８Ｋ大。
４．２　热安全度的计算程序

在 ＭＡＴＬＡＢ７．０语言中，使用 ｄｂｌｑｕａｄ函数求矩形
区域的积分，其使用格式如下：

ｄｂｌｑｕａｄ（ｆｕｎ（ｘ，ｙ），Ｘｍｉｎ，Ｘｍａｘ，Ｙｍｉｎ，Ｙｍａｘ）命令在矩
形区域（Ｘｍｉｎ，Ｘｍａｘ，Ｙｍｉｎ，Ｙｍａｘ）上计算二元函数 ｆｕｎ（ｘ，
ｙ）的二重积分。在确定（Ｘｍｉｎ，Ｘｍａｘ，Ｙｍｉｎ，Ｙｍａｘ）时有一
些技巧，（Ｘｍｉｎ，Ｘｍａｘ，Ｙｍｉｎ，Ｙｍａｘ）取得不好，算不出正确

答案。技巧是：（Ｘｍｉｎ，Ｘｍａｘ）必须在 Ｘ的平均值 μＸ左
右，不能偏离 Ｘ的平均值 μＸ太远。建议用 μＸ－３σＸ
表示０、用 μＸ＋３σＸ表示∞，即 Ｘｍｉｎ＝μＸ－３σＸ、Ｘｍａｘ＝
μＸ＋３σＸ。（Ｙｍｉｎ，Ｙｍａｘ）的确定方法相同。比如在本文
算例中的 μＸ＝４３８Ｋ，σＸ＝１０Ｋ所以取 Ｘｍｉｎ＝４１０、Ｘｍａｘ

＝４７０；μＹ＝４３８－４００＝３８Ｋ，σＹ＝ （１０２＋１０２槡 ）＝

１４．１４２１Ｋ，所以 Ｙｍｉｎ＝１×１０
－４
、Ｙｍａｘ＝８０。在命令窗

口中输入：

ｄｂｌｑｕａｄ（“ｆｕｎＳＤ”，４１０，４７０，１ｅ－４，８０）

其中，ｆｕｎＳＤ为自己编写的函数。可以算得 ＳＤ＝
７０．９２％，同时假设 ｒ和 ｓ都是正态分布的随机变量，
算得 ＳＤ＝９９．６４％［４］

，用本文的 ＦＫ正态分布感度计
算的热安全度 ＳＤ要比假设热感度为正态分布时的安
全度值小２８．７２％。可见感度的概率分布的类型对热
安全度的计算值是起决定性作用的。

图 １　ＨＭＸ炸药的热感度概率密度函数

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｏｆｔｈｅｒｍａｌｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙｏｆＨＭＸ
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５　结　论

含能材料的热感度不是简单的正态分布函数，而

是由含能材料的物化参数决定的一种非常复杂的概率

分布函数，本文称为 ＦＫ正态分布函数。这是由含能
材料发生燃烧或爆炸的化学反应的原理决定的。正态

分布等概率分布函数只是一种纯数学函数，纯数学函

数不能体现含能材料化学反应的本质，所以含能材料

的热感度在本质上不可能是正态分布函数，只是在一

定的置信水平下近似正态分布。本文从含能材料热爆

炸的本质机理出发，通过合理的假设，推导出了符合含

能材料热爆炸反应机理的热感度概率分布函数，为精

确计算含能材料的热安全度和进一步研究含能材料的

热点火的可靠度创造了必要条件。
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